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La présentation et la rigueur des solutions seront deux éléments importants dans [’appréciation des
copies. Si un candidat est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice I:

Un test pour le dépistage d’'une maladie étant en phase de mise au point, on dispose des
précisions suivantes :
— lorsgu’une personne est atteinte de la maladie, le test s'avére positif avec une probabilité
de 0,95 ;
— lorsqu’une personne n‘est pas malade, le test s'avere quand méme positif avec une
probabilité de 0,02.
1) On sait que, dans une région donnée, le pourcentage de malades est de 4%. Sachant qu’une
personne a un résultat positif au test, calculer la probabilité conditionnelle pour qu’elle soit saine.
2) Cent personnes de cette région (les choix de ces personnes sont supposés indépendants),
montent dans un avion. Soit X le nhombre de personnes parmi elles qui sont malades.
a) Donner la loi de X, son espérance, et sa variance.
b) Donner la probabilité qu'il y ait au moins une personne malade parmi elles.
3) Sachant qu'il y a au moins une personne malade parmi elles, quelle est la probabilité qu'il y en ait

au plus deux ?

Exercice 2 :

On considére deux variables aléatoires X et Y ,définies su un espace probabilisé (Q, T ,P),

indépendantes et suivant toutes deux la loi normale centrée réduite ( de densité notée @ et de
fonction de répartition notée ®). On pose Z =max(X,Y) .

1) Montrer que Z admet pour densité la fonction f définie pour tout réel x par :
f(x)=2@(x)D(x) .

+00 2
et/ 2 gt

—00

2) a) Rappeler la valeur exacte de l'intégrale I

+00

2
b) En déduire la convergence et la valeur de j e Udt.

—00
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c) En remarquant que, pour tout réel x , ¢'(x)=-x@(x), montrer, grace a une intégration par

" +00 Y 1 1 o _tzdt
arties, que : xf(x)dx = + = e :
P g IO ( ) N27 RIO
A 0 1 170 42
d) Montrer de méme que : I xf(x)dx:——+—j e " dt.
—0 J2n md-oo

En déduire que Z admet une espérance et donner sa valeur.
3) Montrer que X2 et Z2 suivent la méme loi.

4) Déterminer E(ZZ) , puis donner la valeur de la variance de Z.

Exercice 3 :

On dispose de deux dés : un dé rouge,nonpipé, dont les faces sont numérotées de 1 a 6 ; un
dé bleu, non pipé, ayant deux faces marquées 1, deux faces marquées 2, deux faces marquées 3.
On lance simultanément les deux dés. On note X et Y les variables aléatoires qui, a chaque lancer

des dés, associent respectivement le numéro du dé rouge et celui du dé bleu.

1) Donner la loi de X, la loi de Y.

2) Donner la loi du couple (X,Y) .

3) Un lancer des deux dés est un succes si le total X +Y vaut 2, 4 ou 6 ; dans le cas contraire, il
s’agit d'un échec. Donner la probabilité d’'un échec.

4) On note T la variable aléatoire qui, a chaque groupe de 10 lancers, associe le nombre de succes
obtenus. Quelle estlaloide T ?

5) Donner I'espérance et la variance de T, ainsi que la probabilité d'avoir obtenu au moins deux

succes en 10 lancers.
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Corrigé Maths 2 — 2017 :
EXERCICE 1:

1. Onnote S I'événement "la personne est saine”, M 1’événement "la personne est malade”, + et — les événe-
ments "test positif” et "test négatif”. On veut calculer

P[S|+] = %.

Par la formule des probabilités totales,

9% 95 _ 4 _ 572 143

Pl = PIHISIPIS] + PI+MIPIM] = 755 > 705+ 765 % Tog = T0000 — 2500

D’autre part,

2 « 96 _ 48
100 7 100 2500°
Donc, P[S|+] = 14; (ce qui est un taux relativement élevé de "faux positifs").

P[SN+4] =

| BS] =

2. La variable X suit une loi binomiale 'B(l('}(']' 1/ 2'1) Son espemm.e estE[X] =np =100 x o= =4, etsa
variance est var(X ) = np(l — p) = 100 x = x = Z=. La probabilité pour que X > 1 est
_ 94\ 100
PIX>1=1-PF[X=0=1- (2 ) .
5

3. La probabilité pour que X soit égale a 1 ou 2 est

. a9 2 0Ox . 05
100 1 24 100 1 24 204 24
P[X=””'X=2]=(1)E(ﬁ) *(2)(25) (5) =ﬁ(ﬁ>

(3)"
Onconclutque P[1 < X <2/1 < X] = _4 55

EXERCICE2:

On pose Z = max(X,Y") et 'on se propose de déterminer la loi de Z, ainsi que son espérance et sa
variance.

1. (a) Pour tout x € R, on a :
PZ<z)=P(X <z|Nn]Y < z|)

= P(X < x2)P(Y < 2) car X et Y sont indépendantes
= ®(x)?

Ainsi Fz(xz) = ®(x)? pour tout x € R. Donc Fz est continue et C! sur R. Z est donc une
variable aléatoire a densité définie elle aussi sur (2, A, P).

+oo
(b) Considérons 'intégrale / e~ t*dt. On fait le changement de variable affine (done licite)
J—oo
u du
suivant dans cette intégrale t = —. On a dt = — et :

V2 V2
©w:—00 — +oc quand t:—o0 — +o0.
g e ] 9 +0o0 — > du
On en déduit que les intégrales / e dt et / e_{”’f‘/z)zﬁ sont de méme nature,

o —o0
c’est a dire convergentes, et on a :

oo 400 too g
g2 - —{i:j’\/_}z du o 1 _u]_ o 1 -
e " dt / 2du = —=V2Tr = T
/—00 J —o0 V2 ooV2 V2

[, 8]



(c) Pour tout réel x, on a :
1 2x =z
@ = A (22) % = ot
Soit A € R, on a :

A A A
/ xf(x)dxr = / 2rp(x)P(x)de = —2 / @ ()P (x)dx
0 0 0

On proceéde alors a une intégration par parties :

- D (x) '
~
| e@) L s

Les fonctions ® et @ sont bien C! sur [0, A]. On obtient donc :
A A
[ ar@ae = —2@@e@) +2 [ @ @0
0 0

A
— 20(0)p(0) — 20(A)p(A) + 2 f o(z)?da
1 1
= 25\/—_
1

= = — 28(A)p(A) + f dz

A
1,

On a enfin  lim ®(A) = 1 et lim @(A) = 0, et comme lintégrale [;">e~*"dt con-
A—+inf A——+inf )
verge (vu en 3.(b)), on en déduit en passant a la limite quand A — +oo dans 1'égalité

précédente :
400 +oo
rf(x)de = — + — /
jn (@) \/2?1'

(d) Soit B € R, faisons la méme intégration par parties entre B et 0 :

0 0 )
f zf(x)dz = 20(B)g(B) — 28(0)p(0) + 2] o(z)dx
B B

1 S

Ona lim ®(B)=0et lim @(A) = 0, et comme I'intégrale ffoo e~ dt converge (vu en

B——inf B——inf
3.(b)), on en déduit en passant a la limite quand B — —oo dans 1'égalité

précédente :
-/U 1 1 0 2
da:———+—f e dti.
i zf(x) 5 n )
oo

0 +00
Les intégrales / zf(z)dax et / 2 f(x)dz convergent. On en déduit que / xf(z)dz

-0
est absolument convergente, et que (Chasles dans les intégrales convergentes) :



+oa 0 +oc
E(Z) :/_ xf(n:)dx:/ :J:f{:r)d:A:JrfU o f (2)da

o _
1 1 [T . 1 1 /0 2
=—+— dt + —— + — —dt
,_2?r+ﬂ/0 e + —2w+w/_m8

:E/\_FDGE_det:ﬁ:i
T J oo T VT

3. Pour tout x € R, on a :
Fy2(z) = P(X? < ).

Sixz<0,[X?2<z] =0, et donc Fyz2(x) = 0. Supposons a présent > 0. On a :

Fy:(z) = P(X? <a) = P(—vz < X < V)
= P(X < Vz) - P(X < V)
= P(X < Vx) — P(X < —/x) car X continue
= (Vz) — ¢(—V=)
= ®(Vz) - (1 - 2(Vax))
=22(vr) -1

Cherchons & présent la loi de Z2. Pour tout « € R, on a :
Fya(z) = P(Z2? < ).
Siax <0, [Z? <x] =0, et donc Fza(x) = 0. Supposons a présent x > 0. On a :

Fye(z) = P(7% < 2) = P(—v& < Z < /)
— P(Z<VT—P(Z < VT
= P(Z < /o — P(Z < —\/x car Z continue
= @(V2)? — @(—Vr)?
— B(VD)? — (1 — B(VE))?
— B(VE)? — 1 — B(VD)? + 28(VE)
= 2®(vz) — 1

Ainsi X? et Z? ont méme fonction de répartition, et donc suivent la méme loi.

4. Puisque X? et Z? suivent la méme loi, E(Z%) = E(X?). On doit donc obtenir le moment d’ordre
2de X. Or X = N(0,1), donc on a (formule de Huygens) :

EX)=V(X)+EX)=1+0=1

On en déduit done que E(Z%) =1, et donc par la formule de Huygens :

V(Z):E(Zz)—E(Z)zzl—%: ”;1.




EXERCICE 3 :

1)

2)

3)

4)

5)

X suit la loi uniforme sur {1,2,...,6} : Vke{1,2,...,6} ,P(X =k)= %

Y suit la loi uniforme sur {1,2,3} : vk {1,2,3} , P(X=k)=£=1.

X et Y étant indépendantes (lancers simultanés de 2 dés non pipés), on a :
v(i,j)efy,2,...,6)x{1,2,3} ,P(X=i;Y=j)=P(X=i).P(Y=j)= L.

Soit I'événement S:"(X+Y)e{2,4,6}".

_ _ _ — —g)\=L1, .3, .3_17
p_P(S)_P(X+Y_2)+P(X+Y—4)+P(X+Y_6)—18+18+18_18.
D’ou la probabilité d'un échecest : q=1-p = %

Chaque lancer donne soit un succes (réalisation de S de probabilité %) , soit un échec. Les
lancers étant indépendants les uns des autres, T suit la loi binomiale de paramétres

(10,1), Vke{O,l,...,lO},P(Tzk)zcﬁ(%)k(u

10—k
18 18)

—np=10x-L =70 _ —np(1-p)=10x-Lx1l 770 _
E(T)=np=10x;g=15=389. et V(T)=np(1-p)=10x;eXxsz " 2,38.

P(T22)=1-[P(T=0)+P(T=1)]= 1{(%)10 +%(%)9} |



